Logarithme népérien

Introduction

La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur IR, a valeurs dans
[0 ;+00]

D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout réel a de ]0;+| I'équation

€* = a admet une unique solution dans R.

Définition
On appelle logarithme népérien d'un réel strictement positif a, I'unique solution de
I'équation €* = a. On la note In a
La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction :
In: |0;+] - R
X — In x

Remarques :
Les fonctions exp et In sont des fonctions réciproques I'une de l'autre.
Les courbes représentatives des fonctions exp et In sont symétriques par rapport a la
droite d'équation y = x
Dans le domaine scientifique, on utilise la fonction logarithme décimale, notée log et
définie par :

In x

y=exp X ’/ 7 g
_,—'—'_‘—'_'_F/ ’

|

1l
Conséquences :
a)y =Inxavec x > 0 est équivalenta x = e’
b)In1=0: Ine=1 ; Ini=—1

e
c) Pour tout x, In e = x et pour tout x strictement positif, e"* = x
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Propriétés algébriques

Relation fonctionnelle
Pour tous réels x et y strictement positifs, ona: In(xXy)=Inx+Iny

Corollaires
Pour tous réels x et y strictement positifs, on a :

a) lan—lnx
X

b) ln£=1nx—lny
y

C) ln\/}Z%lnx

d) In x" = n In x avec n entier relatif

Méthode : Simplifier une expression
A= In(3—+5)+In(3+V5)

A= In(3—+5)+In(3+V5)

A= In(3—+5)(3+V5)
A= In4
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Etude de la fonction

Continuité
La fonction logarithme népérien est continue sur |0 ;+oo]

Dérivabilité
La fonction logarithme népérien est dérivable sur |0;+0o| et (lnx)':%

Exemple :

2
Dériver la fonction suivante sur l'intervalle ]0;+o| : f(x) = (Inx)

X

2><1><1nx><x—1><(lnx)2

2
X

, 2XInx—(In x)’ Inx(2—Inx
fpg= ZXnx—{n’ _ Inx(2-Iny

X X

Variations
La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur |0 ;+x]

Corollaires

Pour tous réels x et y strictement positifs, on a :
a)Inx=Inyestéquivalentax=y

b) In x <Iny est équivalentax <y

Méthode : Résoudre une inéquation
Résoudre dans R l'inéquation suivante : In(3—x)—In(x+1)<0

Ensemble de définition:
3—-x>0 x+1>0
x<3 X > -1
L'inéquation est définie sur ]-1 ; 3[
On restreint donc la recherche des solutions a cet intervalle.
In(3—x)—In(x+1)<0
In(3—x)<In(x+1)
3—x<x+1
2<2x
1<x
L'ensemble solution est donc [1; 3]

Limites aux bornes

Iim Inx=+w0 et limlnx=—ow
X+ x=0"

Tableau de variations
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X 0 +00
(In x)
+00
|n X /
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Croissances comparées

Propriétés
. Inx _ , . Inx_
a) lim —==0 et pour tout entier non nul n, lim —=0

x2>+0 X x>+0 X

b) lim xInx=0 et pour tout entier non nul n, lim x"In x=0

x20" x=20"

Propriété
. In(1+x)
lim ——=1

x=0 X

Méthode : Déterminer une limite
lim (x—In x)

X >+

Il s'agit d'une forme indéterminée de type «© - o
Levons l'indétermination :

X—Inx=x (1—ln—x)
X

Comme lim 1r1—X:O ,ona: lim (1—lnTX) =1

x>+0 X X >+

Et donc lim x(l—lnTX) = +oo soit lim (x—Inx) = +w

X >+ X >+
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Fonction In u

Propriété
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.

La fonction x — In u(x) est dérivable sur |. Sa dérivée est la fonction x —

Exemple :
Soit la fonction f définie sur 10 ; 2[ par f(x) = In(2x - x?) alors f’(x) = 22_2X2
X—X

Propriété
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.
Les fonctions x — u(x) et x — In u(x) ont le méme sens de variation.

Méthode : Etudier une fonction

x+2

1_

a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
b) Etudier la dérivabilité de la fonction f.

c) Déterminer le sens de variation de la fonction f.

On considére la fonction f définie sur ]-2 ; 1[ par f(x) = In

: + : . .
a) lim X 2:0 donc lim f(x)=—w comme composée de limites.
x»(-2) 1—X x> (=2)"
X+ , . -
lim & )2(:+oo donc lim f(x)=+c comme composée de limites.
x=»>1 17 x>1"

b) La fonctionu : x — i_i est strictement positive et dérivable sur ]-2 ; 1[ donc fest
dérivable sur -2 ; 1]
¢)u'(x) = 1><(1—x)—(—12)><(x+2) _ 3 :

(1—x) (1—x)

Doncu’(x)>0
La fonction u est donc strictement croissante sur -2 ; 1[, d'ou :
La fonction f est strictement croissante sur ]-2 ; 1]

X -2 1
() .
+00
f(x) _—
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